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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

A feladat

Az ABC szabéalyos haromszog AB oldalanak felezépontja F'. A C'F szakasz azon belsd pontja a D
pont, amelyre az ADB sz6g 90 fokos. A CF szakasz azon belsé pontja az E pont, amelyre a CD
és a DFE szakaszok hossza egyenld. Hany fokos az AEB szog?

Aki igazan ismer, velem egyiitt meglepddik rajta: idén javasoltam egy elemi geometria felada-
tot is a versenyre. Mivel az altalam bekiildott megoldasvazlat elemi volt, igy a feladat kilencedik
osztalyban keriilt kittizésre.

A feladatot a versenyzOk tobbsége trigonometriai eszkdzkészlettel oldottak meg, vagyis addicids
tétel segitségével.

Ezt kovetben azon kezdtem el gondolkodni, vajon milyen elemi, kilencedik osztdlyig tanéran vagy
szakkoron tanult eszkozokkel oldhaté meg a feladat. Néhany ilyen elemi megoldas eszembe jutott,
és megkérdeztem néhany bardtomat is. Nekem tetszett az Osszegyijtott anyag, ezért gondoltam,
leirom. T6bb olyan megoldas volt, amelyet egymastdl fiiggetleniil tobben is elkiildtek nekem, ezek-
nél a megolddsokndl szerzoként valamennyiiilk nevét feltiintettem. A megoldasok kozott szerepel
Janosik Maté megoldasa, aki a versenyen a leirt médon oldotta meg a feladatot.

Néhany gondolat a megoldésokrol:

Az 1-3. megoldas még Pitagorasz-tételt sem hasznalt, a Thalész-tétel megforditasa megkeriilhetd
a téglalap atloira torténd hivatkozassal, vagyis a tapasztalat szerint ez a két megoldas egy hetedik
osztalyos magyarorszagi versenyen is teljesen elfogadott lenne szakmailag.

A 4-7. megoldasok Pitagorasz-tételt hasznalnak, illetve specidlis haromszogek tulajdonsagait;
mindezek tipikusan el6fordulnak a 8-9. osztaly versenyein, nem mutatnak tal a korosztaly szamara
a tandrakon tanitott tananyagon.

A 8-12. megoldasok voltak azok, amelyek a hasonlésag fogalman alapulé ismereteket koveteltek
meg. Fontosnak gondolom, hogy ezeket az eszkozoket mar 8. osztdlyban ismerjék meg a legjobbak.
Nem huaznék parhuzamot az addiciés tételek vagy a cosinustétel kilencedik osztalyban valé megta-
nitdsaval. A hasonlésdg elemi eszkoz, évekkel ezel6tt minden nyolcadikos tanulta, a legjobbaknak
most sem szabadna kihagyni.

A 13. és a 14. megoldas kozos eleme, hogy kihasznal egy-egy ismert feladatot, olyant, amelyet
egy jol felkészitett versenyzének ebben a korban mar latnia kellett. Versenyeken gyakori, hogy a
feladat visszavezethetd egy ismert problémara. Ezt a megoldast akkor van reménye megtalalni a
versenyzonek, ha azt a bizonyos probléméat ismeri. Aztan a 14. feladattol kezd6dGen egy djabb
megoldasi stratégiat lathatunk: hasznaljuk ki a szimmetridkat, alkalmazzunk egybevagdsagi transz-
formacidkat a megoldas soran. Nekem kiilonosen tetszett a 14. megoldés.

Nagy 6rom volt ez a kozos munka, amelyet a verseny egyik résztvevijével és az Erdos Pal Matema-
tikai Tehetséggondozd Iskola lelkes tanaraival végeztiink. Ko6szoném mindannyiuk remek otleteit.
Meggy6zodésem, hogy tovabbi szép megoldasok vannak még, amiket mi az elmult két hét soran
nem talaltunk meg: ezt a munkat nem lehet befejezni, legfeljebb valamikor abbahagyni. Mi most
hagyjuk abba, de akinek kedve van, folytassa. Jé szérakozast hozza.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

1. megoldéas (Erdds Gdabor)

Legyen a hiaromszog oldaldnak hossza 2 egység.

C

OO

OO

50
G 759
A 1 F 1 B

Legyen az AFE szakasz felezGpontja G.
G D koézépvonal az AEC haromszogben, igy

6p-4C

Az AF D haromszog egyenld szari és derékszogii, igy
AF =FD=1.

Az F DG haromszog egyenld szard, mivel GD = FD = 1.
GDF< = ACF< = 30°, hiszen egyallasu szogek, ezért

180° — 30°
GFD<« = — s = 75°.

A Thalész-tétel megforditasa miatt az AFE haromszog koré irt kor kézéppontja G, igy az EGF
héromszog is egyenl6 szaru, azaz

AFEF< =GFD< = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2-AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

2. megoldas (Katz Sandor, Szaszkd-Bogdrné Eckert Bernadett)

Hasznaljuk az abra jeloléseit. Legyen E-bél az AC-re bocsatott meréleges talppontja P.
C

CPE félszabalyos haromszog, igy
EP=CD=DFE =z.
Thalész-tétel megforditasa miatt a CPFE haromszog koré irt kor kézéppontja D, ezért
DP =zx.

PDE haromszog szabalyos, ezért
PDE< = 60°.

Az ADC héromszog D cstcsnal 1év6 kiilsé szoge ADF <t = 45°, ezért
CAD< = 45° — 30° = 15°.
Mivel PDA< = 60° — 45° = 15°, ezért az APD hiromszog egyenld szaru, vagyis
AP = x.

Mar lattuk, hogy EP = DP, igy AP = EP.

Vagyis az APFE haromszog is egyenld szaru, ezért alapon fekvo szoge
PAE< = 45°.
Az AEC haromszog E cstuicsnal 16vé kiils6 szoge ezért
AEF< =30° +45° = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2-AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

3. megoldas (Biré Bdlint)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C
1
D
J
E 1 1

Legyen a BC' oldal felez6pontja J.
A Thalész-tétel megforditdsa miatt a J pont a BC'EF haromszog koré irt kor kozéppontja, ezért

JF=BJ=JC=1.
Az BF D haromszog egyenld szaru és derékszogi, igy
BF =FD =1.
Az FJC haromszog egyenld szard, ezért
JFC<=FCJ< =30°.
Az FJD hiromszog egyenl6 szaru, szarszoge
JFD< = 30°,

ezért alapon fekvé szoge

1 o __ o
FDJ{ZM:’?E)O

Mivel D és J rendre a CE és a CB szakaszok felezépontjai, ezért DJ kozépvonal az £EBC harom-
szogben, igy parhuzamos a hidromszog BE oldaldval. Ekkor

FEB« =FDJ<x ="75°,

hiszen egyalldsa szogek.

A kérdezett szog tehat:
AEB<« =2 - AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

4. megoldas (Erddés Gabor)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

A 1 2 B
Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2x+y=3.
az AF D haromszog egyenld szard, igy
DF =z+y =1,

ezért
CD=DE=z=+3-1,
és

EF:y:x/??—z(\/é—l)zz—\/ﬁ.

az AFE haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

AE:z:\/1+<2—\/§>2:2\/2—\/§.

legyen az E-bdl az AD-re bocsatott meréleges talppontja T
Az ETD hiromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

2u2:x2:(\/§—1>2:4—2\/§,

vagyis ET =TD = u = /2 — /3.
De akkor az AET derékszogii haromszogben

AE =2-ET,
ez tehat egy félszabalyos haromszog, amibol kévetkezik, hogy
DAE< = 30°.

Ekkor viszont
EAF< = 45° — 30° = 15°,
igy AEF< = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2-AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

5. megoldas (Erdds Gdbor)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

309

A 1 F B
Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2x+y=3.
Az AF D haromszog egyenld szari, igy
DF =z+y =1,

CD=DE=x=+3-1.

Legyen FE-bél az AC-re bocsatott merdleges talppontja P. Ekkor CPFE félszabalyos hiaromszog,
igy

AP=2-(3-V3)=V3-1=u

Azt kaptuk, hogy az APFE derékszogli haromszdghen
AP=EP=2=+3-1,
tehat ez a haromszog egyenld szaru is, ezért alapon fekvo szoge
PAE< =45°.
Az AEC haromszog E cstcsndl 16vE kiils6 szoge ezért
AEF< =30° +45° = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2 - AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

6. megoldas (Katz Sandor, Tuza Zsolt)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

30°
A R F B

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

CF =2z +y=3.
Az AF D haromszog egyenld szard, igy

DF=x+4+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2(\/§—1) —2- 3.
Legyen az R az AF szakasz azon bels6 pontja, amelyre
ERF< = 30°,

ekkor az ERF félszabalyos haromszogben

RE =2y =4 — 2V/3,

RF =y-V3=2V3-3.
De akkor
AR=1— (2\/5—3) =4-2V3=RE,
tehat az ARFE haromszog egyenld szar, igy

30°

AFR< = = 15°.

Mivel
REF< = 60°,

ezért
AFEF< = 15° 4+ 60° = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB<« =2 - AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

7. megoldas (Biré Bdlint)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

y
A 1 F B

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2x+y=13.
Az AF D héromszog egyenld szari, igy
DF=x+4+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2<\/§—1) =23

Legyen a hiaromszog stulypontja S. A stlypont tulajdonsdgai miatt

sp_CF_V3
3 3
tovabba
3
elébbibdl /3 /3
3 4/3 -6
Mivel az AF'S haromszog félszabalyos, igy
ESN< = 60°,
de akkor az ESN is félszabalyos haromszog, ezért
sy = SE _ 436
2 6
igy viszont
2 44/3 —

az AFE és az AN E hiromszogek egybevagdak, hiszen AN = AF, AFE atfogdjuk kozos, tovabba
mindkettd derékszogi. De akkor A cstiicsnal 1év6 szogeik egyenlSk, ezért

FEAF< = 45° — 30° = 15°,
igy
AEF< = T5°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2-AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

8. megoldas (Erdés Gdbor, Katz Sdandor)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2x+y=3.
Az AF D haromszog egyenld szari, igy
DF=xz+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2(\/§—1) =23

Legyen a haromszog stulypontja S. A silypont tulajdonsagai miatt

o COF_\B
3 3
tovabba
a5 = 23
3
elébbibdl 3 /3
3 4v/3 -6
ekkor

SE 43 -6 2V3-(2-V3) 923 23 AS
W:T:(Q—\/g)z 3(2<\/§>) 5 — 3 :1:ﬁ'

szogfelez6-tétel megforditasa miatt

AF °
pApg = 24T 30 15°,
2 2
AEF< = T5°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2-AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

9. megoldas (Bekdné Wekszli Mdria)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2x+y=3.
Az AF D haromszog egyenld szari, igy
DF=xz+y=1,

illetve AD = /2, ezért
CD=DE=z=+3-1,
EF:sz??—2(\/§—1):2—\/§.

Az AFFE haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

AE:Z:\/1+(2—\/§)2:2\/2—\/§.

Legyen S a haromszog sulypontja, AD és AS meghosszabbitasai metsszék BC-t rendre H és J
pontokban, ekkor
AJ =3,

Mivel
CAH< = 60° —45° = 15°

JAH< = 30° — 15° = 15°,

ezért AH szogfelez6 a C' AJ haromszoghen, tehat a szogfelezo-tétel miatt

1—w AJ_\/§

v AC 2
Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy

v=4—23.

Léassuk be, hogy az ADFE és a DHC haromszogek hasonléak. Mindkét haromszog tompaszogi, D
cstcesndl mindkettének 45 fokos szoge van (melyek cstcsszogek), két megfelel6 oldal ardnya pedig
egyenlo, hiszen:

AE—72V2_\/§=\/§-\/2—\/§=\/4—2\/§,

A0~
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

CH 4-2V3 4—23 4—23
= p— = fr— p— \/>_
CD V3-—1 \/(\/3_1)2 \/4_2\/§ V4 —2v3

Megjegyzés: két oldal ardanya és a kisebbikkel szemkozti szog egyenld, ez mégis elegendé ahhoz,
hogy hasonlbak legyenek, hiszen mindkét haromszog tompaszogii.)

Ekkor viszont
DAFE< = DCH< = 30°.

A DAFE haromszog E cstuicsnal 1évé kiils6 szoge ezért
AEF< =30° 4 45° = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2-AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

10. megoldas (Tuza Zsolt)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2x+y=13.
Az AF D héromszog egyenl6 szari, igy
DF =x+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF=y=\/§—2(\/§—1) =23

Legyen S a haromszog sulypontja, AD és AS meghosszabbitasai metsszék BC-t rendre H és J
pontokban, ekkor AJ = v/3. Mivel

CAH< = 60° — 45° = 15°
JAH< =30° — 15° = 15°,
ezért AH szogfelez6 a C' AJ haromszoghen, tehat a szogfelezo-tétel miatt

1—U_AJ_\/§

v AC T 2

Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy v = 4 — 2v/3.
Lassuk be, hogy az AEC és a DHC haromszogek hasonléak. Mindkét haromszdgnek 30 fokos szoge
van a C csicsnél, a szomszédos oldalak ardnya pedig egyenld, hiszen:

CE 2z
ca~ 2 - VviTh
illetve
cH 4-2y3 2-(2-v3) (V3+1) 2. (V3-1)
cD~ 3-1 (v3-1)-(v3+1) T2
Ekkor viszont CAE<< = CDH< = ADF< = 45°. Az AEC haromszog E csicsnal 1év6 kiilsé szoge
ezért

=V3-1

AEF< =30° +45° = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2 -AEF< = 150°.

Matematikai Oktatdsi Portal, http://matek.fazekas.hu/ -12/ 23 -



Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

11. megoldas (Janosik Mdté, a versenyen adott megolddsa)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF=2r+y=+3.

Az AF D haromszog egyenld szari, igy

AD = /2,
DF =z 4y =1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2<\/§—1):2—\/§.

Az AFFE haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

AE=z=\/1+(2- ) = V24— 2v3=v2)/( 3—1 V2(v3-1).

Lassuk be, hogy az AEC és a DEA haromszogek hasonléak. Az E cstcsnal 1é6v6 szogik kozos, a
szomszédos oldalak aranya pedig egyenld, hiszen:

ce  2(V3-1)

AE M—ﬂ,
a5 _VE(v-1)
DE  3-1 =V2

Ekkor viszont
FEAD< = ECA< = 30°,

EAF< =45°—-30° =15°,

ezért

AEF< =175

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2 - AEF< = 150°.

Matematikai Oktatdsi Portal, http://matek.fazekas.hu/ - 13/ 23 -



Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

12. megoldas (Tuza Zsolt)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

A 1
Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2x+y=3.
Az AF D héromszog egyenld szari, igy
DF =z+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2<\/§—1) =23

Legyen a D-bol AC-re allitott merdleges talppontja L. Ekkor a DC'L haromszog félszabalyos, ezért

T V3-1
DL =—- =
2 2
-1 _
CL:‘/3 -\/§:3 \/g.
2 2
De akkor
AL:2_3—2\/§:\/§2+1

Lassuk be, hogy az ADL és az AEF haromszogek hasonléak. Mindkét haromszog derékszogt,
megfelel6 befogdik ardnya pedig egyenld, hiszen:

DL V3-1 341 V3-1 3-1 V3+1 4-2¢3 2-V3 FEF

AL~ 2 2 V34+1 VB3+1 VB3+1 2 1 AF’

Mivel a két haromszog hasonld, igy megfelel6 szogei egyenléek, tehat

EAF<=DAL< =15°,
ezért
AEF<q = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2 - AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

13. megoldas (Erdds Gabor, Katz Sindor, Szoldatics Jozsef)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

X
’ D

X

QE

z
G~"\|Y
A 1 F B

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2x+y=3.
Az AF D haromszog egyenld szari, igy
DF=xz+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2(\/§—1) =23

Az AFFE haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

AE:z:\/1+<2—\/§)2:2\/2—\/§.

Legyen az F-bél az AE-re bocsatott merdleges talppontja Q). Az AFE haromszog teriiletét kétfé-

leképpen felirva,
AE-m  AF-FE

2 2
_AF.FE_l-(2—\/§) 2—-v3 2-42-V3 2

FQ=m

AE 22— 3 2 4 4

Az AFFE derékszogii haromszog atfogéhoz tartozd magassiga negyede az atfogénak. Egy ismert
feladathoz jutottunk. A Thalész-tétel megforditdsa miatt ugyanis az AF E hiaromszog koré irt kor
kozéppontja az AE oldal GfelezOpontja, ezért GF = 5. Mivel QF = %, ezért a GF'Q haromszog
félszabélyos, QGF< = 30°. Ez a szdg az AFG egyenld szari haromszoég G csicsnal 1évo kiilsd

szoge, ezért

30°

EAFq =" =15°

AEF< =175

A kérdezett szog tehat:
AEB<« =2 - AEF< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

14. megoldas (Szoldatics Jozsef)

B!

!
15° 15° A
150°

75NC

75°

E

S
o5

A F B

Tikrozziik az ABE haromszoget a D pontra. Ekkor az E tiikkorképe C.
Az igy kapott ABA’'B'négyszog egy négyzet, hiszen 4tléi merélegesek és egyenlé hossziak. A
négyzet belsejében pedig az ABC szabalyos haromszog - ismert feladathoz jutottunk!

CAB'< =90° — 60° = 30°,
tovabbé az AC' B’ haromszog egyenld szaru, igy

180° — 30°
AB'C«a = — s = 75°.

de akkor
CB'A'«=90° — 75° = 15°.
Szimmetria-okokbdl a B'C'A’ haromszog egyenld szart, {gy

CA'B'«q =15°,

ezért,
B'CA'«=180° —2-15° = 150°.

A keresett szog ennek a szdgnek a tiikkorképe a D pontra nézve, igy

AEB< = 150°.
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Erdés Gabor: Egy geometria feladat margojara

15. megoldas (Abrahdm Gdbor, Réka Sdndor)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

Legyen az E pont tiikorképe az AB oldal egyenesére E’.
Mivel az AF D haromszog egyenl6 szari, ezért

DF =z+y=1,
ekkor viszont
CE' =2x+42y=2= AC.
Megtudtuk, hogy az AE’'Chéiromszog egyenls szaru, szarszoge ACE'<t = 30°, igy

AE'C« = M = 75°.

Ennek a szognek a tiikorképe
AEF< =T75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2 - AEF< = 150°.
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16. megoldas (Bekdéné Wekszli Mdria)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2z+y=13.
Az AF D haromszog egyenld szari, igy
DF =z+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2<\/§—1) =23

Az AFFE haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

AE:z:\/1+<2—\/§)2:2\/2—\/§.

Legyen az E pont tikorképe az AB oldal egyenesére E’. Tekintsiik a kovetkezd ardnyokat:

EE oy 2(2-V3) 2(2-v3)-(V3+1 2
B2y (ﬁ_l): ) M Ul BV SN/ S S ey

z (V3-1)-(v3+1)

AE"  2y/2-3
77 By :\/4—2\/52\/(\/5—1)2:\/5—1,

Szogfelezs-tétel megforditdsa miatt AE szogfelezd az AE'D haromszogben. Az abra jeloléseit
hasznalva 3e = 45°, ezért FAF< = e = 15°, tehdt

AEF< =¢€¢=T5°

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2 - AEF< = 150°.
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17. megoldas (Abrahdm Gdbor)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Haszndljuk az elsé abra jeloléseit.

C

1. &bra

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF=2x+y=+3.
az AFD haromszog egyenl6 szaru, igy
DF=x+4+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/??—Q(\/é—l) =2 /3.

Most vegyiik fel az U pontot gy, hogy az AUC haromszog is egyenld szart és derékszogii legyen,
tovabba jeloljiik az AU és a C'F szakaszok metszéspontjat Z-vel.

Legyen AZ =1r és FZ = s.

(Megjegyzés: azt is mondhatjuk, hogy az ABD haromszoget elforgatjuk a haromszog S silypontja
koriil -120 fokkal.)

Az AFZ és a CUZ hiromszogek hasonléak, mert van két egyenld szogiik: mindkett6é derékszogt,
és Z csucsndl 16v6 szogeik csticsszogek. Mivel az AF szakasznak a masik haromszogben a CU felel
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meg, AF =1 és CU = /2, igy a hasonlésag ardanya /2.
Ekkor ZU = /25 és CZ = /2r. Felirhaté a kovetkezd két egyenlet:

r+v2s =12
\/§r+s:\/§.

Ennek a megoldésa s-re nézve s = 2 — v/3. De akkor
FZ=2-+/3=FE,
vagyis Z pont egybeesik az E ponttal. Mivel
EAF<q=ZAF<=60°—45° =15°,

fgy AEF< = T75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2-AEF< = 150°.
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18. megoldas (Szoldatics Jozsef)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

C

2x .

30 ¥

E’ D
2x

z 60°

Y

A 1 F B

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2z +y=13.
az AF D haromszog egyenld szard, igy
DF=x+4+y=1,
CD=DE=z=+3-1,
EF:y:\/§—2<\/§—1) =23

az AFE haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

AE:z:\/1—|—<2—\/§>2=\/5\/4—2\/§:ﬁ\/(\/g—l)zzﬁ<\/§—1).

Legyen az E pont tiikorképe az AC oldalra nézve E'.
Az ECE' haromszog szabélyos,
EE =20=2(V3-1).

Az AEFE' hiromszogben
AE? + (AE')’ =22 =4 (V3 - 1)2 = (2(v3- 1))2 = (EE)?,

ezért ez a haromszog a Pitagorasz-tétel megforditdsa miatt derékszogli. Mivel egyenl6 szart is,
ezért
AEE'q = 45°.

Mivel az

AEC< = 60° + 45° = 105°,
ezért az

AEF< = 180° — 105° = 75°.

A kérdezett szog tehat:
AEB< =2-AEF< = 150°.
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19. megoldas (Szoldatics Jozsef)

Legyen a haromszog oldala 2 egység. Hasznéljuk az dbra jeloléseit.

Az AFC haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt
CF =2z +y=13.
az AF' D haromszog egyenl6 szaru, igy
DF=x+4+y=1,

ezért

CD=DE=z=+3-1,
EF=y=\/§—2(\/§—1)=2—\/§.

z AFE haromszogben a Pitagorasz-tétel miatt

AE:z:,/1+(2—\/§)2=\/§\/4—2\/§=\f2 (\/5—1)2=\/§(\/§—1).

forgassuk el az ABE haromszoget 60 fokkal az A pont koril.
Legyen az E pont elforgatottja E'. Az AEE' hiromszog szabalyos,

EE =z=v2(V3-1).
A CE'E hiromszogben
(CE)? + (AB')? = 222 = 4 (V3 - 1)2 = (2(v3- 1))2 = (22)? = CE?,
ezért ez a haromszog a Pitagorasz-tétel megforditasa miatt derékszogii. Mivel ez a haromszog

egyenl6 szaru is, ezért
E'EC< = 45°.

Mivel az AEC'<{ = 60° 4 45° = 105°, ezért az AEF< = 180° — 105° = 75°. A kérdezett szog tehat:

AEB< =2-AEF< = 150°.
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20. megoldas (Szoldatics Jozsef)
Tekintsiik az A1 As...A19 szabdlyos sokszbget, amelynek koézéppontja O pont.
M

Ay

Az Aq1Ag szakasz O koriili 90 fokos elforgatottja az AgAs szakasz, igy ez a két szakasz merdleges.
Mivel az emlitett két szakasz egymas tiikorképe az O A7 egyenesre, igy P metszéspontjuk illeszkedik
a tukortengelyre, tehat

AgPAg<t = 90°.

Hasonlbéan az AgAg szakasz O koriili 30 fokos elforgatottja az AgAs szakasz, igy ennek a két
szakasznak a hajlasszoge 30°. Mivel az emlitett két szakasz egymds tiikorképe az O A7 egyenesre,
igy R metszéspontjuk illeszkedik a tiikdrtengelyre, tehat As RAg<t = 30°, azaz

AgRAg<t = 150°.

Mivel A1 A3AsA7AgA 1 egy szabdlyos hatszog, ezért minden oldala egyenld a koré irt kor sugaraval
(r), tovdbba belsd szogei 120 fokosak, tehéat az A1 A1 M héromszog szabdlyos, ezért

MAH =T

Az O A1 Ag A7 négyszog rombusz, mivel minden oldala r hossziisagi, ezért szemkozti oldalai, AgAj;
és A70 péarhuzamosak. Ez viszont azt jelenti, hogy egy Ag kozéppontu kicsinyitéssel az M Aqq
szakasz képe lehet az OP szakasz, akkor a vele egyenl6 hosszii AgA11 szakasz képe ugyanezen
kicsinyités soran az RP szakasz, igy

OP = RP.

Mivel AgOAg<t = 60°, igy megjelent az dbran a feladatban szereplé valamennyi pont és vonal:
legyen Ag = A, Ag=B,0=C,P=D, R=EF.

A kérdezett szog tehat:
AEB< = AgRAg<t = 150°.

Megjegyzés: Természetesen a megoldéds soran tett allitasok kertiileti és kozépponti szogek tételére
val6 hivatkozassal is indokolhatok.
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