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Valahol mar lattam...
Erdos Gabor, Batthyany Lajos Gimnazium, Nagykanizsa

Ha valaki irodalomrol akar beszélni, kell, hogy ismerjen néhany verset. Ha valaki torténelemmel
akar foglalkozni, vannak események, amelyekrdl tudnia kell. Ha valaki matematikai feladatokat
akar sikeresen megoldani, vannak olyan alapfeladatok, amiknek megoldasi Gtletét ismernie kell. Az
eléadason hét ilyen alapfeladatot mutatok be, majd néhany hozza kapcsolodo olyan feladatot, ame-
lyek megoldasa az alapfeladatnal megtanult 6tlet nélkiil nagyon nehéz. Sem az alapfeladatok, sem a
hozzajuk kothetd feladatok valogatasanal nem torekedtem a teljességre, taldn nem is lehet. Féleg
azért nem, mert biztos nem hét olyan feladat van, aminek az ismerete nélkiil nem lehet a siker re-
ményében elmenni példaul egy versenyre. Sokkal tobb ennél. Kivanom mindenkinek, hogy bdvitse
a kort akkorara, amivel tanitvanyai mar sikeresek lehetnek.

Elso alapfeladat: Mennyi a kovetkezd 0sszeg értéke: L+ ! ! ! ?

.t
1.2 2.3 34 99-100
Megoldas: Ezt a feladatot kozépiskolaban nagyon sok tanar haszndlja, elsdsorban a teljes indukcid
tanitasara. Jo a feladat ebbdl a szempontbol is, hiszen ha megnéziink néhany kezdeti esetet, akkor

elég hamar kialakulhat a sejtés: n tag esetén az Osszeg értéke 1 Fontos azonban megjegyezni a
n+

kovetkez6t. Ha, mondjuk egy hetedik osztdlyos, rdjon erre, majd ezt alkalmazva kozli, hogy a fel-
adat eredménye %, akkor ez nagyon szép teljesitmény tdle, de nem teljes értékli megoldés. A

sejtést ugyanis bizonyitani kell. Na de hogy lehet egy ilyen sejtést bizonyitani? Leginkabb teljes
indukcidval. Ne de egy hetedikestdl elvarjuk, hogy hasznaljon teljes indukciot? Nem, szo sincs er-
r6l, de ha nem bizonyit egy sejtést, attdl még akarmekkora, az a megoldas erdsen hianyos! Hogy
van reménye akkor mondjuk egy hetedikesnek? Ugy, ha ismeri a teleszkopos Osszegek technikéjat,
melynek bemutatasara én ezt a feladatot szoktam hasznalni. Nézziik most a megoldast ezzel az esz-
kozzel.

Eszrevehetjiik, hogy Lzﬂzl—l, L:ﬁ:l_l’ ngzl—l, ¢s igy tovabb.

.2 12 12 23 23 2 3 34 34 3 4

En itt, mondjuk egy hetedikessel szemben, tennék egy engedményt, nem varnam el, hogy az altala-
nos tag felirdsaval igazolja ezt az §sszefliggést, bar nyilvan az lenne a tokéletes megoldas. Ezeket az
atalakitasokat végezziik el mindegyik torttel, igy a kdvetkezot kapjuk:

1 1 1 1 (1 lj (1 lj [1 lj (1 lj 1 99
—t——t—— ..+ =l == |+|=—=|+| === |[+..+| —— =l-—= :
1.2 2.3 34 99-100 \1 2 2 3 3 4 99 100 100 100
Azt hasznaltuk ki, hogy minden zardjel masodik tagjanak az ellentettje szerepel a kdvetkezd zardjel
elsé tagjaként, igy Osszegiik nulla, ezek ,.kiesnek”. Egyre rovidebb lesz a kifejezés, mint egy tele-

szkop, amikor 0sszenyomjuk, végiil csak az elsd zardjel elsd és az utols6 zardjel masodik tagja ma-
rad.

Feladat: Melyek azok az n egész szamok, amelyekre (22 —1)~(32 —1)~(42 —1) (n2 —1) négyzet-
szam, ha tudjuk, hogy 4 <n <100?
A feladat egy atfogalmazasa a Kenguru-verseny 2009. évi 9-10. osztdlyos 24. feladatnak.



Erdds Gabor: Valahol mar lattam RLV 2016

Megoldas: Hasznaljuk fel a két szam négyzetének kiilonbségére vonatkozd azonossagot:

(22-1)-(32=1)-(42=1)-.o(n* -1) =
=(2-1)-(2+1)-(3-1)-(3+1)-(4=1)-(4+1)-...-(n=1)-(n+1)=
=1-3-2-4.3-5-4-6-..... -(n—3)-(n—1)-(n—2)-n-(n—l)‘(n+l):

=1.2:(3-4:5-6-...(n=2)-(n-1)) n-(n+1)
A koz¢€pso nagy zardjelben talalhatd szdmok négyzetszamok. Ahhoz, hogy az egész kifejezés értéke
négyzetszam legyen, arra van sziikség, hogy a tobbi tényezd szorzata, vagyis 1-2-n- (n + l) is négy-

zetszam legyen. Mivel az n és az n+1 szomszédos szamok, igy relativ primek, igy az egyik négyzet-
szam kell, hogy legyen, a masik egy négyzetszam fele. Azt is tudjuk, hogy négyzetszam fele nem
lehet paratlan, mert egy négyzetszdm 4-gyel osztva nem adhat 2-t maradékul. Vagyis a két szom-
szédos szam egyike egy paratlan négyzetszam, amelynek egyik szomszédja egy négyzetszam fele.
Elég tehat a 9, 25, 49 és 81 szamok szomszédjai koziil megkeresni, melyiknek a kétszerese négyzet-
szam. A nyolc szam kozil két ilyent talalunk: a 8 kétszerese 16, valamint az 50 kétszerese 100. Az
n értéke tehat csak 8 vagy 49 lehet.

Feladat: Add meg a kovetkezd, 63 tagu Osszeg értékét olyan kozonséges tort formajaban, amely
tovabb nem egyszeriisithetd!

1 1 1 1 1
- + + +...+ =?
I 1+2 14243 1+2+3+4 1+243+...+63

Mennyi lesz ebben a tortben a szamlalo és a nevezd szorzata?

A feladatot Dr. Bencze Mihdly javaslata alapjan tiztiik ki idén, az 5-8. osztalyosok I1l. Nemzetkozi
Magyar Matematikaversenyén, Kecskeméten, és ez volt a 7. osztdalyosok 2. forduldjanak 3. feladata.
n-(n+1)

5
frjuk be ezt mindegyik tort nevezdjébe, majd bévitsiik a torteket 2-vel, végiil emeljiink ki 2-t. A
feladatban szerepl6 Osszeg ezen atalakitasok utan igy fog kinézni:

K=2.(L+1 ! ! j

Megoldas: Tudjuk (példaul a kis Gauss mddszerével), hogy 1+2+...+n=

+— .t
1.2 2.3 3.4 63-64

A tortek mindegyike felirhat6 két tort kiilonbségeként, példaul 3% = % = %—i .

A zérojelen beliili 6sszeg minden tagjat bontsuk fel ezt felhasznalva.

K (1 1 I 1 I 1 I 1
— == || == || o= | ———
2 (1 2) (2 3) (3 4j (63 64)

Eszrevehetjiik, hogy (az utolsé zardjelet kivéve) mindegyik tort, amely valamelyik zaréjelen beliil a
masodik helyen all minusz eléjellel, az szerepel a kdvetkezd zardjelen belill az elsé helyen plusz
eléjellel. Ha a zarojeleket felbontjuk, akkor ebben az tgynevezett teleszkopos Osszegben szinte

. . ) 1
minden tag kiesik, csak az elsé plusz és az utolsd6 minusz eldjelli tag marad meg. § = %—6—4 = % ,
. 63 63 . . A . . . o o
tehat K =2.-—=—. Mivel a 63 és a 32 relativ primek, igy ez a tort mar nem egyszerlsithetd, a

szamlalo és a nevezd szorzata pedig 63-32 =2016.

Feladat: Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ha x 2-nél nagyobb természetes szam:

I 1 I 1 1 1 2015~(2x+1)
I+ S+ +,l+5+—5+...+ [I+ Tt =——"7—"—".
2° 3 3 4 (x—l) X 2x

A feladat a 2015/16 évi matematika OKTV II. kategoriajaban az elsé fordulo 5. feladata volt.

-
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Megoldas: Ugyesebb nyolcadik osztalyosokkal mar elvégezhetd az utolso, 4ltalanos tagban a gyok
alatti kifejezés k6zos nevezOre hozasa, majd tovabbi atalakitdsok utan a gyok alatti kifejezés egy

2
teljes négyzet: HL2 + Lz =| 1+ _ . Ezt mindegyik tagban kihasznalva, majd a gyok-
(x—l) X (x—l)-x
vonast elvégezve az 1-esek 0sszege x—2, hiszen ennyi tag van, a tortek 0sszege pedig:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 x-2

—t—tt————=———+———+ ..+ = = :
2-3 34 (x—l)-x 2 3 3 4 x-1 x 2 x 2x

Az Osszegzésre ezuttal is a teleszkOpos Osszeget hasznaltuk. A teljes indukcids bizonyitds nehézsé-

ge az elsd tag hianya volt, igy a képlet megsejtése nehezebb volt, mint az alapfeladat esetében. Az

egyenlet megoldasa innen mar konnyedén befejezhetd, a megoldas x =2017.

Masodik alapfeladat: Adott az e egyenes €s az egyenes egyik oldalan az A4 és a B pontok. Szerkesz-
sziik meg azt az ABC haromszdget, amelynek a C csticsa az e egyenesen van, ¢€s az ilyen tulajdon-
sadgu haromszogek koziil a legkisebb a keriilete!

Megoldas: A feladatot igy szoktam elmesélni, 6. osztalyban, amikor a tengelyes tiikrozést tanitom:
Piroska eldonti, hogy elmegy nagyihoz, és visz neki egy csokor viragot. De a legszebb virag a pa-
takparton terem, igy lesétal a partra, majd onnan megy a nagyihoz. A patakparton mindenhol ndnek
a viragok. Hova menjen, hogy a leggyorsabban odaérjen a nagyihoz? Fontos: ne egy vodor vizet
vigyen, mert akkor egy elég nehéz szélsdérték-feladatot kaptunk, hiszen a teli vodorrel nehezebb
menni, mint az liressel! Visszaverddés helyett fénytdréshez vezetd problémat generdlunk, amelynek
a megoldasa 4ltalanos iskolai szinten nagyon nehézkes. ..
Tiikrozziik a B pontot az e egyenesre, jeloljik a tiikkor-
képet B’-vel. Mivel a tiikr6zés tavolsagtarto, igy az e
egyenes barmely pontjat B-vel és B’-vel Osszekotve
ugyanolyan hosszu szakaszokat kapunk. Ez viszont azt
jelenti, hogy az 4-bol az e egyenes valamely pontjan at
B-be vezetd tordttvonal hossza ugyanakkora, mint az 4-
bdl az e ugyanazon pontjan at a B’-be vezetd tordttvonal
hossza. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a keresett C
pont nem mas, mint az AB’ egyenes €s az e egyenes
metszéspontja. Gyakori, hogy a gyerekek versenyen ezt
mar természetesnek veszik, pedig ezt illik megfelelden B’
indokolni. Példaul igy: 1assuk be, hogy ha az e egyenes-

nek az elébb definidlt C-t6] kiilonbozé D pontjat valasztjuk, akkor a haromszog keriilete nagyobb
lesz. Hasznaljuk ki, hogy a haromszog-egyenlétlenség miatt az AB’D haromszdgben
AB'< AD+DB'. 1gy AC+CB=AC+CB'= AB'< AD + DB'= AD + DB. (Az AB szakasz hossza
minden esetben szerepel a keriiletben, igy ezzel nem foglalkoztunk.). Még egy modszertani meg-
jegyzés: a feladatban egy tordttvonal hossza szerepelt. Az ilyen jellegii feladatokban gyakori torek-
vésiink, hogy ezt a tordttvonalat megprobaljuk kiegyenesiteni. Ezt érdemes kihangstlyozni. Fontos-
nak gondolom, hogy a tanar emelje ki egy megoldott feladat kapcsan, mit tart fontosnak, megjegy-
zésre érdemesnek a latott Gtletekbdl. A cél az, hogy az ilyen jellegli, cimkézett memorizalas a gye-
rekek sajatjava valjon.
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Feladat: Legalabb mekkora egy olyan trapéznak a keriilete, mely-
nek alapjai 10 cm és 20 cm hosszuak, magassaga 12 cm?

Megoldas: Legyen az AB alap hossza 20 cm, a DC alapé pedig 10
cm. Huzzunk parhuzamost a C ponton 4t az AD oldallal, ennek met-
széspontja az AD-vel E pont (ami egyébként éppen az AB felezd-
pontja). Mivel az alapok hossza ismert, a szarak 6sszegének a mi-

nimumat keressiik. Mivel EC = 4D =d , igy a keresett b+d nem
mas, mint az ECB torottvonal hossza, igy valdjaban visszavezettiik
a feladatot az alapfeladatra, tehat hasznalhatjuk az ott latott otletet. 4
Ez azt jelenti, hogy b+d > EB'. Az EB’ szakasz hossza pedig ki-
szamolhato Pitagorasz-tétel segitségével az EBB’ derékszogii ha-

romszogben, EB'=+/10>+12°> =26 cm. A trapéz keriiletének mi-
nimuma 56 cm.

Erdemes felhivni a figyelmet arra, hogy trapéznal gyakori triikk, hogy vagjuk szét egy paralelog-
rammara és egy haromszdgre.

Feladat: Hatérozd meg az f(x)= Jx? —2x+37 +/x* —8x+41 fiiggvény minimuméanak helyét és

értékét!

Megoldas: Végezziik el a gyokjel alatt a teljes négyzetté kiegészitést: y
F(x)=(x=1) +6> +(x—4)’ +5°. 61 A0

Mindkét gyokos kifejezés egy négyzetdsszeg gydke, ami emlékeztet a 9

Pitagorasz-tételre. Olyan, mintha egy derékszogii haromszog atfogdjat

szamoltuk volna ki. Masképpen megfogalmazva: olyan, mintha két
pont tavolsagat szamoltuk volna ki a koordinata-rendszerben. Valoban,

B(4;5)

ha A4(1;6) és P(x;0), akkor AP = ()c—l)2 +6” , ha pedig B(4:5), . X
> . P(x;0)

akkor PB =/(x—4) +5” . Ekkor f(x) értéke nem mas, mint az APB

torottvonal hossza, ahol 4 és B rogzitett pont, P pedig az x tengely tet-

szOleges pontja. Keressiik a tordttvonal hosszanak a minimumat. Ez

nem mas, mint az alapfeladat, igy / minimuma az AB’ szakasz hossza, B'(4;-5)

amely Pitagorasz-tétellel szdmolva +/130. Az x értéke kiszamolhato T

hasonlosagok segitségével is, de az elséfoku fliggvényt korabban tanitjuk. Két pontbdl irjuk fel an-
nak a linearis fliggvénynek az egyenletét, amely atmegy az 4 és a B’ pontokon. A meredekség koz-

vetleniil leolvashato, —%. Kihasznalva, hogy athalad az 4 ponton, a fliggvény hozzarendelési sza-

balya g(x)= —Ex + g Ennek a zérushelye x = 2 _,7 , Ami nem mas, mint a P pont elsé ko-
3 3 11 11

ordinataja, vagyis az f fliggvény minimumbhelye.
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Feladat: Legyen az ABC haromszdg AB oldalanak egy tetszéleges belsdé pontja P. Hatdrozzuk meg
a Q és R pontokat ugy, hogy O a BC, R a CA szakasz belsé pontja legyen, és az igy kapott POR
haromszog keriilete minimalis legyen!

Megoldas: Mivel ez az anyag elsésorban ma-
tematikatanarok részére késziil, csak a gondo-
latmenetet ismertetem, nem a teljes megoldast.
Tiikr6zziik a P pontot a BC és az AC egyene-
sekre, ezzel a keresett haromszogeket ,kihaj-
togattuk”. Allitds: a P’P” szakasz kimetszi a
keresett O és R pontokat. Hasonlitsuk Gssze
ugyanis az ettdl kiilonboz6 PST haromszog
kertiletét a POR haromszog keriiletével. El6b-
bi egyenld a P’STP” torottvonal hosszaval,
utobbi pedig a P’P” szakasz hosszdval, amely
nyilvéan kisebb.

Mely P pontra lesz ez a keriilet minimalis? Mivel CP = CP'= CP", tovabba a CP’P’’ egyenl6 szaru
haromszog szarszoge az ACB sz0g kétszerese, vagyis allandd, igy a P’P’’ szakasz hossza, vagyis a
POR haromszog kertilete akkor lesz minimalis, ha CP hossza minimalis, vagyis ha P a magassag
talppontja. Belathatd, hogy ekkor Q és R is a magassagok talppontjai, igy a haromszdgbe irt harom-
szogek koziil az igynevezett talpponti hdromszog keriilete a legkisebb.

B

Harmadik alapfeladat: Egy 5 egység ¢lhossziusagu fakocka feliiletét pirosra festjiik, majd a lapjai-
val parhuzamos sikokkal 1 egység élhosszsagh kis kockdkra daraboljuk. Az igy kapott kockak
koziil hanynak lesz 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 piros lapja?

Megoldas: Nyilvéan 6, 5, 4 lapja egyik kis kockdnak sem lesz piros. A piros lapok szama maximum
3, ez azokra a kockékra igaz, amelyek eredetileg a nagy kocka csucsainél voltak, vagyis ezek szdma
8. A piros lapok szama akkor 2, ha a kis kocka valamely ¢l mentén helyezkedett el, de nem a cstics-
nal. Egy ¢l mentén 3 ilyen kocka taldlhatd, tovabba a kockénak 12 éle van, vagyis az ilyen kis koc-
kak szama Osszesen 36. Egy piros lapja azoknak a kis kockaknak van, amelyek a nagy kocka feliile-
tén, de nem is az éleknél és nem is a csticsokndl voltak. Minden lapon 3-3 =9 ilyen kocka talalha-
to, igy mivel a kockanak 6 lapja van, dsszesen 6-9 =54 ilyen kis kocka talalhato. Végiil 0 piros
lapja az eredetileg a nagy kocka belsejében elhelyezkedd kis kockaknak van. Ezekhez hozzajutunk,
ha a nagy kocka kiils6 rétegét lefejtjiik, igy 3’ =27 ilyen kis kocka van. Ellendrzés: sszesen nyil-

van 5° =125 kis kocka van, és 8+36+54+27 =125.

Feladat: Azonos méretii kis kockakbol egy nagy kockéat készitettlink, majd a kiilsejét zoldre festet-
tilk. Amikor a festék megszaradt, Gjra szétszedtiik a nagy kockat. 24 olyan kis kockat talaltunk,
amelynek pontosan két oldala lett zoldre festve. Hany olyan kocka van, amelynek nincs zold oldala?

A feladat a www.microprof.hu internetes tesztversenyén szerepelt, az idei majusi feladatsorban az
5-6. osztalyosok 27. feladata volt. A folytatasban a honlapon is olvashato vazlatos megoldast ismer-
tetjiik. A felhasznalok részére minden 5 pontos feladat megoldasa elérheto.

Megoldas: A szétvagés utan a kis kockaknak 0, 1, 2 vagy 3 zdld lapja lehet. Azoknak van 0, ame-
lyek a kocka belsejében voltak, azoknak lesz 1, amelyek valamelyik lapon, de nem az élek mentén
voltak. Azoknak lesz 2, amelyek valamelyik €élnél helyezkedtek el, de nem a csucsnal, végiil azok-
nak lesz 3, amelyek valamelyik csucsnal talalhatok. Mivel a kockénak 12 éle van, és most 24 olyan
kocka keletkezett, amely eredetileg valamelyik ¢1 mentén helyezkedett el, igy minden ¢l mentén 2
ilyen kocka volt, a két olyan kocka kdzott, amelyik a nagy kocka valamelyik csucsanal volt. Vagyis

ha a kis kocka élhossza 1 egység, akkor a nagy kockaé 4, tehat a nagy kocka 4° =64 kis kockabol

all. Ha errdl lefejtjiik a kiilsé réteget, amin vannak zold lapok, akkor egy 2° =8 kis kockabol 4llo
rész marad, ennek a 8 kis kockdnak nem lesz zold lapja.

-5-
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Feladat: Petinek van 4 fehér és 23 zdld szinli, 1 cm élhosszusagu kis kockéja, amelyekbdl (az
Osszeset felhasznalva) a lehetd legtobb napon keresztiil minden nap Osszerakott egy-egy 3 cm
¢lhosszusagu kockat. Az egyetlen feltétel az volt az §sszerakasra, hogy semelyik nap sem készithe-
tett olyan kockat, amelynek feliiletén ugyanannyi négyzetcentiméter a zold szinii teriiletek egyiittes
nagysaga, mint valamelyik korabbi napon. Az elsé kockat majus elsején rakta 6ssze. Melyik napon
készitette az utolsot?

A feladatot Juhasz Nandor javaslata alapjan tiztiik ki idén, az 5-8. osztalyosok I1I. Nemzetkézi Ma-
gvar Matematikaversenyén, Kecskeméten, ez volt a 6. osztalyosok 1. fordulojanak 3. feladata.
Megoldas: Fehér kockabol van kevesebb, igy egyszeriibb a nagy kocka feliiletén a fehér részek te-
riiletével foglalkozni, hiszen ha az minden nap kiilonboz6 lesz, akkor a zold részeké is. Ha egy fe-
hér kocka a nagy kocka sarkahoz kertil, akkor annak 3 lapja latszik. Ha az egyik ¢l kdzepénél all,
akkor 2 lapja latszik. Ha valamelyik lap kdzepén all, akkor 1 lapja latszik, végiil ha a kocka kdzepén
all, akkor egy lapjat sem lehet latni. Nevezziik a folytatdsban az egyszertiség kedvéért az elébb em-
litett tipusti kockakat rendre sarok-, él-, lap- és belsé kockaknak. A legkevesebb fehér lap akkor
latszik, ha az egyik fehér kocka belsé kocka, a masik harom pedig lapkocka, ekkor a lathato fehér
lapok szama. 1-0+3-1=3. A legtobb fehér lap pedig akkor latszik, ha 4 fehér sarokkockat haszna-
lunk, ekkor a lathatd fehér lapok szdma 4-3 =12. Ezek szerint a fehér lapok szdma legalabb 3 és
legfeljebb 12, tehat 10-nél tobb napon keresztiil biztosan nem lehet megvalositani a tervet.

Ahhoz, hogy 10 napon keresztiil valoban meg is lehessen valdsitani a tervet, még azt is be kell latni,
hogy a fehér lapok szdma minden 3 és 12 kozotti egész értéket felvehet. Els6 nap rakjuk ki a legke-
vesebb fehér lapot add elrendezést. Masodik napon a belsdé kockat rakjuk at lapkockéava, igy mar 4
fehér lap lathato. A kovetkezd 4 napon mindig egy lapkockat helyezziink at élkockava, igy minden
nap 1-gyel noveljiik a 1athatd fehér lapok szamat. Ebben a négy napban rendre 5, 6, 7, 8 fehér lap
lathat6. A négy utols6 napban pedig mindig egy ¢lkockat rakjunk at sarokkockava. Ezen napokon
igy rendre 9, 10, 11, 12 fehér lap lesz lathato. Peti majus 10-én készitette az utolsé kockat.

Feladat: Egyforma méretli kis kockdkbol egy 3x3x3-as kockat

ragasztottunk 9ssze. A kis kockak koziil 15 fekete volt, 12 pedig I E ﬁ m E
fehér. A jobb oldali 4bran a kocka 5 lapjat latod. Melyik a kocka

hatodik lapja?

A)H B)H C)ﬂ D)m E)H

A feladat idén szerepelt a Kenguru-versenyen, ez volt a 7-8.osztalyosok 30. feladata.

Megoldas: Az 6t lap koziil a harmadik és az 6tddik nem lehet szomszédos, mivel a harmadiknak
minden csucsanal fekete kocka van, az 6todiknek viszont nincs két szomszédos csticsa, ahol fekete
kocka van. Ezek a lapok tehat egymassal szemben lesznek. Hogy lehet ezeket a lapokat az els6 ab-
ran lathat6 laphoz illeszteni? A harmadikat csak a bal oldaldhoz, az 6tddiket meg a jobb oldaldhoz.
A fel nem hasznalt két lap koziil legalabb az egyiknek mindharom eddig hasz-
nalt lappal szomszédosnak kell lennie. De csak a masodik illeszthetd oda, az
abran lathaté modon (alulr6l). A valaszok koziil az A és az E jeliit lehet a ko-
z€psO laphoz feliilr6] hozzailleszteni, mindkét esetben a kdzépsd lappal szem-
ben elhelyezhetd a még fel nem hasznalt negyedik lap. Megszdmolhatd, hogy a sarokkockak koziil
6 fekete, az ¢l mentén talalhatd kockak koziil 5 fekete, a lapok kdzepén lévok koziil pedig 4 bizto-
san fekete. Ez eddig mar 15 fekete kocka, azaz tobb nem lehet. Kdvetkezésképpen a test kdzepén is,
tovabba a kérdezett lap kozepén is fehér kocka talalhatd, tehat a két versenyben maradt valasz koziil
az A lesz a helyes.
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Negyedik alapfeladat: Bizonyitsd be, hogy egy trapéz atloinak metszéspontja és egyik szara ugyan-
akkora teriiletli haromszoget hatdroz meg, mint az atlok metszéspontja és a masik szar!

Megoldas: Egészitsiik ki mindkét haromszoget az 4tlok és valamelyik alap 4ltal alkotott harom-
szoggel. Az igy kapott haromszdgek alapja és magassaga is megegyezik, igy teriiletiik egyenld. El-
véve beldle, amit hozzavettiink, egyenldk is maradnak.

Feladat: Bizonyitsd be, hogy az dbrdkon sziirkével és feketével jelolt teriiletek egyenlok!

SO AL A

Megoldas: Az els6 abran kossiik Ossze a fekete négyszog alapokon fekvo csucsait. Ha itt kettévag-
juk a trapézt, mindkét felén hasznalhatjuk az alapfeladat eredményét.

A masodik abran a kisebbik fehér négyszoggel egészitsiik ki ket. Olyan haromszdgekhez jutottunk,
amelyeknek a terlilete egyarant a paralelogramma teriiletének a negyede. Mashogy: a paralelo-
gramma bal felsd €s jobb als6 csucsat dsszekotjiik egy atloval, tovabba 6sszekotjiik a két felezdpon-
tot is. Utdbbi parhuzamos az el6zdvel és fele olyan hosszl, mert kdzépvonal. Ekkor viszont egy
trapézt kaptunk, amire alkalmazhatjuk az alapfeladat megoldasat.

A harmadik abran a fehér haromszoget hozzajuk véve alkalmazhatjuk az el6zé abranal leirt elsd
megoldast.

Feladat: Adott egy trapéz. Az egyik szdranak felez6pontjan at szerkessziink olyan egyenest, amely
a trapéz teriiletét felezi!

Megoldas: Ez a feladat kivalo példa arra, amirdl az egész
eléadas sz6l. A megoldas szinte reménytelen, ha az alapfel-
adatot nem ismerjiik! Osszuk fel a CE szakasszal a trapézt
egy paralelogrammara és egy haromszogre. Legyen Ga CE  F G

felez6pontja. FG kozépvonal felezi a paralelogramma terii- / P

(w)
(g}

letét, GB sulyvonal pedig a haromszogét. Ez azt jelenti,
hogy az FGB torottvonal felezi a trapéz teriiletét. Ezt kelle-
ne kiegyenesiteni egy FP szakassza. Az kellene, hogy a
sziirke haromszog teriilete, amivel a torottvonal alatti részt csokkentjiik, megegyezzen a feketével,
amivel ugyanezt a részt megndveljiik. Az alapfeladat alapjan a két teriilet egyenld lesz, ha FBPD
egy trapéz. Hat akkor legyen az! Vagyis a szerkesztés: FB-vel hizzunk parhuzamost G-n at, ahol ez
metszi a BC szérat, ott lesz a P pont. FP a keresett terliletfelezd szakasz.

E B

Feladat: Az ABCD konvex négyszog D csticsan at parhuzamost hizunk az AC atloval. Ez az egye-
nes a BC oldal C-n tali meghosszabbitasat £ pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy az ABE harom-
sz0g és a ABCD négyszog teriilete megegyezik!

A feladat 8. osztalyosok részére volt kitiizve a Varga Tamas Matema- E
tikaverseny megyei fordulojan.

Megoldas: Mivel DE és AC parhuzamosak, ezért az ACED négyszog

egy trapéz, amelyre igaz az alapfeladat allitasa, vagyis a fekete és c
sziirke haromszdgek teriilete egyenld, azaz ¢, =¢,,,. - D

Mivel t,,. =t 500 +tpye, tovabba ¢, =t ... +t,,, vagyls az

ABCM négyszog teriiletéhez egyik esetben az EMC, masik esetben a
vele egyenld teriileti AMD haromszdg teriiletét vessziik hozza, ezért
az igy kapott alakzatok is egyenld teriiletliek: ¢,,. =7, -
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Otédik alapfeladat: Mennyi a 2™ hatvany értékének utolsé szamjegye?

Megoldas: A 2 hatvanyainak utolsé szamjegyei periodikus sorozatot adnak, melynek periddusa 4,
hiszen az utols6 szdmjegyek rendre 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, 2, ... Mivel a 2016 oszthatd 4-gyel, igy a
vizsgalt hatvany utolsé szamjegye 6.

Tobb tényt érdemes — tobb ilyen feladat vizsgdlata utan — erdsiteni a gyerekekben. Az egyik az,
hogy az utols6 szamjegy, valamint a paros-paratlan tulajdonsag nem mas, mint osztdsi maradék. A
masik, hogy a hatvanyok osztdsi maradékai barmely szammal osztva kénytelenek periodikusan is-
métlddni, egyrészt mert véges sok maradék van, masrészt mert minden maradék meghatarozza a
kovetkezdt. Utdbbihoz persze igazolni kellene, hogy 0sszeg €s szorzat maradéka nem mas, mint a
maradékok Osszege, illetve szorzata (mod n). Ez 7-8. osztdlyban jo algebrai gyakorl6 feladat, ami-
nek legalabb van valami célja, de kisebbekkel is belathatjuk, teriiletekkel okoskodva. Es egy har-
madik, emlitésre és erdsitésre érdemes tény: ha a feladatban szerepel egy nagy szam, akkor kezdjiik
kis esetekkel a vizsgélatot, vegyiink észre szabalyt, azt probaljuk bizonyitani, majd alkalmazzuk.

Feladat: Lehet-e egyenlé két egymast kdvetd egész szam szorzataval 377 417

Megoldas: A 3 hatvanyainak utolsé szamjegyei is négyes periddust mutatnak: 3, 9, 7, 1. Mivel a
2015 négyes maradéka 3, igy a hatvany utolsé szdmjegye 7, az Osszegé pedig 8. Mivel két egymast
kovetd egész szdm szorzatanak utolsd szamjegye csak 0, 2 vagy 6 lehet, 8 pedig nem, igy a feladat-
ban szerepld 6sszeg nem lehet két szomszédos egész szorzata.

Feladat: Egy sorozat els6 tagja 4, a méasodik 6. A harmadikt6l kezdve minden tag az el6zdnek és az
azt megeldzonek a hanyadosa. Mennyi a sorozat elsé 2016 tagjanak 6sszege?

. : . 1 1 2 .
Megoldas: Szamoljuk ki a sorozat els6 néhany tagjat: 4, 6, %, rk g, E , 4,6, ... Mivel két tag, a 4
és a 6 ismétlodott, és két tag meghatarozza a kovetkezot, igy a sorozat periodikus, a periddusanak a

hossza 6. Egy peridduson beliil a tagok 0sszege % Mivel 2016 =336-6, ezért az els6 2016 tag

336 periodust alkot, ezért az els6 2016 tag 6sszege 336-% =868.

Feladat: Melyek azok az egyjegyli, 1-nél nagyobb pozitiv egész szamok, amelyekkel a kdvetkezd
2016 2017 2018

477 +577+6

42017+52018+62019 :

A feladatot Dr. Bencze Mihdly javaslata alapjan tiztiik ki idén, az 5-8. osztalyosok I1l. Nemzetkozi
Magyar Matematikaversenyén, Kecskeméten, ez volt a 8. osztdalyosok 2. forduldjanak 3. feladata.
Megoldas: Mivel a szamlalo és a nevezd is paratlan, igy paros szammal biztosan nem lehet egysze-
rlisiteni a tortet, elég a paratlan szamokat vizsgélni.

Nézziik els6ként a 3-at. A 6 hatvanyai oszthatok 3-mal, igy elég a masik két hatvanyt vizsgalnunk.
Mivel a 4-nek a 3-as maradéka 1, igy minden hatvanya is 1 maradékot ad 3-mal osztva. Az 5 hatva-
nyainak 3-as maradékat vizsgalva megallapithatjuk, hogy a pératlan kitevdjii hatvanyok 2, a parosak
pedig 1 maradékot adnak. Ez a 4 hatvanyairdl elmondottakkal egylitt azt jelenti, hogy a szamlalo
oszthatdé 3-mal, a nevezO viszont nem, mert 2 maradékot ad. Ha viszont a nevez0 nem oszthato 3-
mal, akkor nem oszthatd 9-cel sem.

Vizsgaljuk az 5-tel vald oszthatosagot. Az 5 hatvanyai oszthatok 5-tel, igy elég a 4 és a 6 hatvanyait
vizsgalnunk. A 6-nak az 5-6s maradéka 1, igy minden hatvanya 1 maradékot ad. Az 4 hatvanyainak
5-6s maradékat vizsgalva megallapithatjuk, hogy a paratlan kitevdjii hatvanyok 4, a parosak pedig 1
maradékot adnak. Ez a 6 hatvanyair6l elmondottakkal egyiitt azt jelenti, hogy a nevezd oszthatd 5-
tel, a szamlalo viszont nem, mert 2 maradékot ad.

Mar csak egy lehetdségilink maradt, a 7, vizsgaljuk a 7-es maradékokat. A 6 paratlan kitevds hatva-
nyai 6, a parosak 1 maradékot adnak, vagyis a szamlaloban 1, a nevezOben 6 az ott szerepld 6-

tort nem egyszertisithetd:

-8-
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hatvany 7-es osztdsi maradéka. A 4 hatvanyainak 7-es maradékai harmasaval ismétlédnek (4, 2, 1),
igy a szamlaloban szereplé 4-hatvany 7-es maradéka 1, a nevezdben szerepldé pedig 4. Az 5 hatva-
nyainak 7-es maradékai pedig hatosaval ismétlddnek (5, 4, 6, 2, 3, 1), igy a szdmlaléban szerepld 5-
hatvany 7-es maradéka 5, a nevezOben szerepldéé pedig 4. Mivel a kapott maradékok Osszege a
szamlaloban 1+5+1=7, a nevezdben pedig 4+4+6=14, ezért mindketté oszthatdé 7-tel, igy a
tortet 7-tel lehet egyszeriisiteni. Azt pedig mar korabban lattuk, hogy mas 1-nél nagyobb egyjegyii
szammal nem.

Hatodik alapfeladat: Bizonyitsuk be, hogy egy hat f0s tarsasdgban vagy van harom olyan ember,
akik kolcsondsen ismerik egymast, vagy van hdrom olyan ember, akik koziil semelyik ketté nem
ismeri egymast!

Megoldds: Az ugynevezett Ramsey-problémakor alapfeladata. Atfogalmazva: ha egy 6-cstcsi tel-
jes graf éleit 2 szinnel szinezziik, akkor van egyszinii haromszog. Vegyiink egy tetszéleges csucsot.
Az ebbdl induld ¢élek koziil van legalabb 3 egyforma szinii, mondjuk piros. Ha ezek végpontjai ko-
ziil kett6t piros €l kot dssze, akkor van piros haromszdg, ha minden ¢l kék, akkor pedig egy kék

haromszdg. 5 pontra van ellenpélda, ezért a megfeleld Ramsey-szam R (3;3) =6.

Feladat: Bizonyitsuk be, hogy hat tetszéleges irracionalis szam kozott mindig van harom olyan,
melyek koziil barmely kettdnek az dsszege irracionalis!

Megoldas: Legyenek a csticsok a szdmok. Koztiik fusson piros €1, ha az 6sszeg racionalis, és kék,
ha irracionalis. Ha belatjuk, hogy nincs piros haromszog, akkor igazoltuk, hogy van kék.

Indirekt bizonyitjuk, hogy nincs piros haromszog. Tegyiik fel, hogy van piros haromszog, melynek
csucsai az x, y, z irracionalis szamok. Ekkor x+y, y+z és z+x mindegyike racionalis, ezért az-

tan (x+y)+(y+z)—(z+x)=2y is racionalis. De ekkor y is racionalis lenne, ami ellentmondas.

Feladat: Adott a sikon 6 altalanos helyzetli pont (semelyik harom nincs egy egyenesen). Tudjuk
még azt is, hogy a pontparok kozti tadvolsdgok paronként kiilonbdzdek. Tekintsiik az dsszes harom-
szOget, amit a pontok meghataroznak, és az egyes haromszogek leghosszabb oldalara irjunk egy 4
betlit, a legrovidebbre pedig egy r betlit. Bizonyitsuk be, hogy lesz olyan szakasz, amelyre 4 ¢és r
bettit is irtunk!

Megoldas: Legyen piros egy ¢€l, ha & betiit irtunk ra, kiilonben kék. Minden haromszdgnek van leg-
hosszabb oldala, igy nincs kék haromszog. Ezért van piros, vagyis olyan, amelynek minden oldalara
h betti kertilt. De ennek is van legrovidebb oldala, amire igy r betli is kertilt.

Feladat: Egy tiz f0s tarsasdgban barmelyik harom ember kozott van két olyan, akik ismerik egy-
mast. Bizonyitsuk be, hogy a tarsasdgban van négy olyan ember, akik koziil barmelyik kettd ismeri
egymast! Mi a helyzet 9 f0s tarsasag esetén? Es 8 f0s tarsasag esetén?

Megoldas: A kérdés az R (4;3) értéke: ha nincs kék haromszog, akkor hany pontnal igaz, hogy van

piros teljes négyes klikk? (Vagyis 4 csucsu teljes részgraf.) 10 pont esetén vizsgaljunk két esetet.
Ha van olyan csucs, amelyikbdl minimum 4 kék ¢l indul, akkor ezek végpontjai kdzott csak piros €l
futhat, ami egy teljes négyes. Ha nincs ilyen pont, akkor minden csticsb6l max. 3 kék ¢l indul, vagy-
is min. 6 piros ¢l indul. Tekintsiik a végpontjaikat. Az el6z6 feladat miatt ebben van egyszinii ha-
romszdg. Mivel ez nem kék, igy piros. Ez a kivalasztott ponttal egy piros négyes. Ha 9 pont van,
akkor a bizonyitas els6 fele nem valtozik. A masodikban azt kapjuk, hogy mindenhonnan min. 5
piros indul. De nem indulhat mindenhonnan pontosan 5, mert paratlan sok cstics van. Van, ame-
lyikb6l min. 6 indul, igy befejezhetd a bizonyitds. 8-ra van ellenpélda, pl. nyolcszog elrendezésben

minden csticsbol mutasson kék él a két szomszédhoz és a szemkoztihez. R(4;3)=9.
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Hetedik alapfeladat: Bizonyitsuk be, hogy 6t altalanos helyzetli pont koziil mindig ki lehet valasz-
tani négyet Ugy, hogy azok egy konvex négyszog csucsai legyenek!

Megoldas: Talan ezzel érdemes megtanitani a konvex burkot, mint eszkdzt arra, hogy a pontelhe-
lyezkedéseket osztalyozzuk. Ha a konvex burok 6tszog, akkor hiizzuk be barmely 4atlot. Ebben az
esetben 5 megoldéas adodik. Ha a burok négyszog, akkor jo maga a burok, de van még tovabbi 2
megoldas. Ha a burok haromszdg, akkor csak egy megoldas van. A két belsé ponton 4&tmend egye-
nes egyik oldalan 2 pont van, ezek a 2 belsé ponttal konvex négyszdget alkotnak. Megjegyzés: az
altalanos helyzetli pontok kifejezés azt jelenti, hogy semelyik hdrom pont nem illeszkedik egy
egyenesre.

Feladat: Adott a sikon 100 altalanos helyzetli pont. Bizonyitsuk be, hogy lehet rajzolni 20 olyan
konvex négyszoget, amelyeknek a cstcsai az adott pontok koziil valok, és semelyik kettdnek nincs
koz6s pontja (diszjunktak)!

Megoldas: Ehhez még egy eszkoz kell, a sopré egyenes. Minden pontot minden ponttal §sszeko-
tiink, majd felvesziink egy olyan egyenest, amely ezek egyikével sem parhuzamos. Ilyen nyilvan
van, meg végtelen sok irany van €s csak véges sok 0sszekotd egyenes. Ezzel végigsoporve a sikot
5-0sével levalogathatjuk a pontokat, és minden pont6tds ad egy konvex négyszoget.

Feladat: Adott a sikon 22 &ltalanos helyzetli pont. Bizonyitsuk be, hogy a pontokat parosaval dssze
lehet kotni 11 egyenes szakasszal Gigy, hogy ezeknek a szakaszoknak legalabb 5 kiilonb6zd met-
széspontja legyen!

Megoldas: A Kiirschak-versenyen 1971-ben ez volt a 2. feladat. Valasszunk le sépré egyenessel 5
pontot, ez meghataroz egy konvex négyszdget, aminek az 4tloi adnak egy metszéspontot. S6t, ma-
radt 1 pontunk. Ezt kdvetden minden lépésben elég 4 pontot levalasztanunk, mert a maradékkal
megvan az Ot, igy adodik mindig egy ujabb metszéspont és mindig marad 1 pontunk.

Feladat: Adott a sikon n 4ltalanos helyzetli pont (n >5). Bizonyitsuk be, hogy az altaluk meghata-

rozott pontnégyeseknek legalabb a 20%-a konvex négyszoget hatdroz meg!

Megoldas: Minden pontdtds meghataroz legalabb egy konvex négyszoget. Ez legalabb (Zj konvex

négysz0g, de mindegyiket n—4-szer szamoltuk, vagyis a konvex négyszogek szdma legalabb

! 2 (Zj , amit atalakitva %(Zj (Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia, 1969.)
"
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